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het .ebied G van het complexe z-vlak
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(zie ficuur 1), conform af te beelden op het halfvlak Im s» 0, zo-

daniyg dat de omgeving coniorm

van hnot

op de ompeving

van het punt z = @
o wordt afgebeeld.
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2. Schwarz-Christoffel transformatie.

Door de probleemstelling is de afbe
vastrelegd.

fig.e s-vliak.
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£t in te voceroen

Door deze functle wordt

t €2 K(k1)

van het t-vlak (zie [ig
form afgebeeld
Im s>» O, espone-

dentie tussen de verschillende

waarblj de corr

t-viak

bljzondere punten 1s, zoala in

flguur 3 is aangegeven. K(k) is de volledige elliptische integraal
van de cerste soort met modulus k. Noem ﬁ
dn{t,k)= dn t enz.

We hebb

en nu:

- antw1 = ~k28n2 £t =+ 1 k sn §

(cn t is nzgati:frecadvoor t = it K' 4L T < 2K!)
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D1t levert maztg (1)
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Door integratie volgt hieruit
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5. Bepaling van de constanten C sn de modulus K.
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a) In B 13 £t =0 en daar zn 0 = 0, is z(B)= Ch = -1, dus C, = -

) In C 1s t =K, zn K =0, dus z(C)= -1 Ci(KwE)m1 = ~1-1a,
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Na enlze herleliding gzecft dit de verygelljking
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de functies
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de elliptische integralen en
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Gevraapd een complexe functieliim-gz(z) die 1in G analytisch 1s en

waarvoor lim Refl(z QD(Z ), als z_ een punt van | 1is.

;v.........
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Voor de oplossing hiervan gaan we ult van de formule van Polsson-
Schwarz (zie bv. Weber (), pag. 365), die het analoge probleem
oplost voor het geval dat het beschouwde gebled een halivliak 1s:

OO

e O 7 1+as .

de fuﬂCble~f1 (S)“'?FE' e (1o ?T“QD (10)
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18 een @E_het vovenste halivlak analytische functTie van s met

s

1im  Re L2 (s8)= C,“B (s), als S, Op de reele as ligt, mits cp (s) con-

tinu is en voor |Is{— oo niet sterker aangroeit dan |s) ;. 0.

Door de substituties

3 = - dn T ; T = - dn T

Jrzh(~dn t)mjﬁi(t) ; ;;(udn t)m12§(t

vinden we: Q

de functie ___Q (t)";?'v MW snTCcnT ?("i‘“)dt“ (11)
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B —

waarbl) zelintTerrcaerd wordt langs de rand (" van het gebled G ult

e

het t-vlak dat 1in fig. 3 1is aangeizeven, 1ls een in G analytische

e ST

functiz met lim Reji(t)m Zf(t ), als t_op (1 ligt, mits ;?(t)
—ta O O O
in de omgevigg van €t = 1K' nlet sterker aanzroelt dan
-1+

| t-1iK 1| ' . 8>0 (dn £, sn ©t en cn t hebben in t = iK' polen van
de orde 1).
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Nu wordt door 2z = ET‘{Zn T - t}-wﬂ (6a)
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G aigebeela op ons gebled G ult het z-vlak. Als op de rand rﬂ van G
randwaarden q3(z) (reeel) pepeven zljn, dan corresponderen hiermee

rancwaarden

Tty
it WSV

= lp (v [ ¢ “"K“K”E“tk -1) (12)
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op rjg Vullen we nu deze functle ) in (11) in, dan wordt door

(11). (6a) en _
) =01 (%)

een functie () = (D(z) zedefinieerd die het gestelde randvoorwaarde-

probleam voor het .~ied G oplost, mits qp(z) continu EF en voor

) niet sterker aangroelt dan |z ; d >0 (voor

t bij 1K' is lmners z(t)= %T‘* ET%ET'+ cee ) e
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6. Ontaarding voor grote a.

We beschouwen noq eens de vergelil jking (5)

K-E

RN

waarult de modulus van de functies van Jacobl bepaald moet worden.
Als k dicht bij 1 ligt (dus k' dicht bij 0) dan zelden de volgende
ontwiklike Lingen:

K(k)={ +*o(k‘2)} ln( )+ 0k

E(k)= 1 + 0(«x« 2) ln(-—é—;) + 0(1{'2)

R
N

of h kKt~ 4 e

(12)

Als a = 3 18 volat hieruit k'c&:10“2ﬁ aus ka1 - 0,5.10“4.

Voor betrekkelijk kleline a zijn de functies van Jacobl dus reeds
vrljwel geheel ontaard. Het 1s dus zinvol na te gaan hoe de ai-
beelding wordt voor k = 1 (dus a =o).

Voor k = 1 hebben we '

sn €T = 2n t = tgh €

cn €T = dn t© =m
Kum)Em']jKl:::Eimm

Dit levert in de formules (6)

21

T

Z

i

{t ht-t{ -

ch T

Ul
1l

De hierdoor gegeven aibeeldingzen zijn uit de figuren 4, 5 en 0
at’ te lezen: )
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L-viak voor k=1
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De figuren 1, 4 en 7 laten duideligk het verschil tussen de beide
ontaardingsvormsn zien. Indicen k nadert tot 1, dan worden de {or-
mules (14%) en (15) natuurli k niet uniform in t geapproximeerd. De
figuren 4 en 7 doen nu vermoeden, dat in de omgeving van z= 0 de
cerste ontaardinzsvorm =zen goed bheeld geeflt, terwijl in de omgevin,,

van z = -ia (2 = 0) de tweede vorm veel bster is.
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Appendix. Enige formules voor de functle zn(t,k

We ~even 1n deze appendix zonder bewljs enkele formules voor d=
zeta-functlie van Jacobi die in de tekst gzebruikt zijn en in de
litezratuur niet systematisch »ij =2lkaar staan.

‘Et’l(wt)"‘-ﬂ --n T
zn( 2K+t )= zn ©.

zn{2iKt+t)= zn ¢ m,%%.

|
O

zn O = 0O 7z K

2K

In 1K' heefl zn € een pool met residu 1.

sn (K+1K' )= -

zn(s+t)=zn s + 2n t - 1 sn 3 sn t sn(s+t)

. sn'v dntv TV g
— Sne ! ' [ SR S e R T e -
7zn 1 T l{ Z N t + Rk 'E‘K—Kr—"

(waarin met znt't bedoeld is zn(t,k')cnz.)

zn(iK*+t)m zn T +.EE;EWEQ;E.“'E%?

SY1 U
sn T dn € L

sn(E+iKt+t)= zn t - ————rp— ~ 5%

Ontwikkelingen:
. | o
Z1) t :"K“I%Et e %t) + . e
_ 2(1-K°) .-
zn (K+t ) = (Efg'“ hz)t + Emi%wﬁml £ +
] - 2
zn( iK1+t )= %-~’g%-+ (K%M“ 1;? ) T+
zn (K+1iK1+tT) = wﬂg%-m %-t + ..
Ontaardingen:

zn{t,0)= O
zn(t,1)= tgh t.



